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HOMOTOPIE DE L’ESPACE DES EQUIVALENCES D’HOMOTOPIE

GENEVIEVE DIDIERJEAN

ABSTRACT. The spectral sequence of the self-fiber-homotopy-equivalences of a
fibration provides a method to compute the homotopy groups of the space of
self-equivalences of a space.

0. INTRODUCTION

Pour un CW complexe de dimension finie X, I’espace des équivalences
d’homotopie de X est noté E(X). C'est un sous-espace de I’espace topologique
des applications continues de X dans lui-méme. L’ensemble des composantes
connexes de cet espace est un groupe pour la composition des applications, c’est
le groupe d’homotopie des équivalences d’homotopie de X, noté &(X).

Par différentes techniques, le calcul du groupe &(X) est possible si X pos-
sede de “bonnes” propriétés. Il en est ainsi si X est un H-espace simplement
connexe de rang 2 [5, 7, 9, 10], si c’est un H-espace de rang petit [6], si X
est un CW complexe n’ayant que peu de cellules [8], ou ayant moins de trois .
groupes d’homotopie non nuls en dessous de sa dimension [1, 11, 12].

En fait, la suite spectrale développée dans un article précédent [1], fournit
des informations sur ’ensemble des groupes d’homotopie de I’espace E(X),
espace pointé par ’application identité.

Dans la premiére partie de ce travail, on construit un algorithme de calcul
des groupes d’homotopie de ’espace E(X); ceci a partir de la suite exacte de
Gysin obtenue par la suite spectrale des équivalences d’homotopie fibrées. En
particulier, cet algorithme fournit, a partir de la décomposition en tour de Post-
nikov de ’espace X, un algorithme de calcul des groupes & (X) généralisant
les résultats précédents.

Une deuxiéme partie est consacrée, pour illustrer ce procédé, au calcul de
groupes d’homotopie de I’espace E(X) pour X l’espace SU(3) et Sp(2). On
y donne de plus le calcul du groupe & (X) pour un CW complexe X simplement
connexe ayant moins de quatre groupes d’homotopie non nuls en dessous de sa
dimension.
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I. CONSTRUCTION DE L’ALGORITHME

1. Rappels sur la suite exacte de Gysin des equivalences d’homotopie fibrees. Les
notations utilisées ici, sont celles de I’article dans lequel est construit la suite
spectrale des équivalences d’homotopie fibrées [1].

Les espaces considérés sont des ensembles simpliciaux, minimaux, de Kan;
les fibrés, notés X — B, des fibrés de Kan, minimaux dont la base et la fibre
sont connexes et le groupe fondamental de la fibre abélien.

Soit X — B un fibré, on note Sp(X) I’ensemble simplicial de Kan as-
socié aux applications simpliciales de X dans X induisant I'identité sur la
base. Le monoide des équivalences d’homotopie fibrées, noté Ep(X), est le
sous-ensemble simplicial de Sp(X) dont les simplexes sont des équivalences
d’homotopie fibrées. L’application identité de I’espace X est prise pour point-
base de ce monoide et on a Ily(Eg(X)) = &3(X) le groupe d’homotopie des
équivalences d’homotopie fibrées de X .

Soient X — B un fibré de fibre F, n un entier positif ou nul et X" — B,
le n-ieme systeme de Postnikov fibré du fibré X — B. Let fibrés X"+ — x*
sont des fibrés dont la fibre est un espace d’Eilenberg-Mac Lane K(I1,(F), n).
L’opération du groupe II;(X) sur le groupe II,(X) est notée ¢ et le n-ieme
invariant de Postnikov de ce fibré, £”, se trouve dans le groupe de cohomologie
de I’espace X" a valeur dans le systeme de coefficients locaux défini par cette
opération ¢ [3], groupes de cohomologie notés H'*!(X", I1,(F)).

Le sous-groupe des éléments du groupe Aut[II,(F)] invariant par 'opération
t, est noté Aut[Il,(F)].(x). Ce sous-groupe opeére sur HMY (X", TL(F)).
Le sous-groupe de ce sous-groupe laissant la classe &” invariante sera noté
Aut[IL,(F)lg, x),en -

Théoreme (1.1). Soit X — B un fibré de Kan dont la fibre F et la base sont
connexes et dont le groupe fondamental de la fibre est abélien. On suppose de plus
que la fibre n’a que deux groupes d’homotopie non nuls, II;(F) =11;, i=k, m,
avec k < m. On a alors:

II;(Eg(X)) =0 pouri> m.
IL(Ep(X)) = H" (X, Il,,) pourk <i<m.

Pour i < k on a la suite exacte

H" k(X , ) - I (Ep(X)) = (g )myx) = -+
— IL(Ep(X)) —» Hf (X, IIy) — H" (X, I,n)
— I (Ep(X)) — - — 1 (Eg(X)) — HF'(X, IT)
— E" " &(X) - BT S EP T

avec:
'application de HY™'(X,;) dans H" Y (X,I,) est la différentielle
d,,_i de la suite spectrale des équivalences d’homotopie fibrées.
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les groupes E" ™" et Ef’"k sont donnés par les suites exactes

0— HMX™, y) —» E" ™" — [AutIlylg, x),em — 1,

0 — HF(X*, TI) = Ef 7% - [AutIl]y, p) o — 1.

E'=m+L est lorbite de la classe de £™ pour I'opération du groupe des X ™-
isomorphismes du fibré Xm+D) — X("™) syr le quotient

H™ (XM | T1,,)/ Aut(ILy,).

Ces termes sont des ensembles pointés par la classe de I’élément E™) . En parti-
culier, si I1)(F) =0 on a l’égalité:

EP 7" = HPU(X™, ) [ AutlTLn(F)]g,5)

2. Proposition servant a la construction de ’algorithme. L’algorithme cherché va
se déduire du théoréme (1.1) et de la proposition suivante:

Proposition (1.2). Soit X un CW complexe de dimension N. La fibration
E(XN+n+ly 5 E(XN*7) induit, si n > 1, la suite exacte suivante:

= HYN(X, Tyin(X) > Mg (E(XY41)) o T, (E(XV4))

— HY(X, Tyn(X)) = ML (E(X)) — I (E(XY*)) - 0.

Démonstration. Soite &%, la fibre de la fibration E(X) — E(X?*") pour
p > N (voir [1, p. 36, Proposition 2.1]) et n > N +r — p, les groupes
d’homotopie I1,(£,%,) sont tous nuls (voir [1, p. 43]). Ainsi, sous ces condi-
tions, les morphismes induits en homotopie par la fibration E(X) — E(X?*")

sont des isomorphismes:
IL(E(X)) = IL(E(X"*™*")), pourt>1.

A la fibration Eywa(XN+1+1) — E(XN+m+1)  E(XN+1) est associée sa longue
suite exacte d’homotopie. Le résultat cherché résulte alors des isomorphismes
suivants pour i > 1 (voir [1, Corollaire (3.1)]):

I (Exnen (X)) = HY(XV, TTyen(X)). O

3. Algorithme de calcul des groupes I1;(E(X)). Soit X un CW complexe de
dimension N, les groupes d’homotopie de X, II;(X) seront notés II;. A
I’espace, X , sont associés les espaces de Postnikov X" et leurs invariants cor-
respondants [¢"] € H*1(X", I1,).

Le principe de cet algorithme est le suivant: Pour pouvoir appliquer le
théoréme (1.1), on considere les fibration, X" — X? avec p < r, associées a la
tour de Postnikov de ’espace X, en ne laissant que deux groupes d’homotopie
non nuls dans la fibre.

En appliquant successivement le théoreme (1.1) aux fibrations X" — X7, les
suites exactes associées aux fibrations E(X") — E(X?) et la proposition (1.2),
nous donnent une suite finie de suites exactes emboitées.

Plus précisément, on procéde comme suit:

Premiére étape. Soit i le plus petit entier tel que le groupe I.Ii soit non nul. Le
premier espace de Postnikov non trivial est alors I’espace X*+! = K(I1;, i). De
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plus on a:
Aut[Il;] sin=0,
IL(EX™*Y)) = | I sin=1i,
0 sinon.

Deuxieme étape. Soit X*+! I’espace de Postnikov tel que cet espace n’ait que
deux groupes d’homotopie non nuls IT;, I1; (i < k). Le corollaire (3.4) [1, p.
40] et la connaissance des groupes d’homotopie de I’espace E(K(Il;, i)) nous
permet de calculer ceux de I'espace E(X**!):
sin#0,i,ona:
ILEX*") = H (X, Ik), n>k,
I (E(X*1) = (k)
si n =i on a la suite exacte scindée:
0 — Hf (X, T) — IL(E(X**)) - 10

si n =0, ces groupes ont déja été étudiés dans [1, 11, 12], et on a les résultats
suivants:

0 — HF(IL;, i, II) —» E(X*!) - (Aut[I;] ® [Aut ]y, ) — 0

avec Autll; et [AutIl;], opérantsur H**\(I1;, i, ITy), & € H**\(IL;, i, IT)
et ou 'on note (Aut[I1;] ® Aut[II;];,); le stabilisateur de ¢ .

En particulier, si £*(X) dénote le sous-groupe de & (X) formé des éléments
qui induisent I'identité sur les groupes d’homotopie de X on a: &*(Xk+1) =
HFKIL;, i, 1) .

Troisieme étape. On considére le plus petit entier m > k tel que le fibré
X+t — X*+! ait une fibre ayant deux groupes d’homotopie non nuls, IT;, I1,,
(i <k < j <m). Le théoreme (1.1) s’applique 4 la fibration X™*+! — Xk+1 et
nous donne la suite exacte (1) suivante:

- = H7S7NX, ) —» HPS(X, 1Ly) = (B g (X))

— H/ 7 (X, L) = - = I (Exen (X)) — H/ 7' (X, TT)
— E" ™ = & (X™Y - E] 7 EMoml
La fibration E(X™*!') — E(X**!) a pour fibre Eyi.(X™*'). On a donc la
suite exacte (2) suivante:
oo = (B (X)) = T(E(X™)) = T(E(X*H) — -

En regroupant les suites exactes (1) et (2), on peut “calculer” les groupes
II;(E(X™*1)); on a les suites exactes emboitées:
sis#i—1,ietO,ona:

oo HE X, ) (B (X)) — TL(E(X™)) - Hf (X, ) — -
. ] 4
o HTTUXL I S HPTS(X, M) o (B (X)) - H7(XL ) — -
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sis=i—1,i,ona:
0—Hf /(X , T) —T(E(X%+1))—T;
HE\(x, nk)—»ni(EXk+|.|(X'"+'))—»rli('E(X"'“))—»ni(E(X"+'))—»ni-l(Exw (Xm+h)

H™ (X, M) >TL(E gt (X)) = H/ 7N, T)— -
si s=0,0na:

0 — HK(IL, i, TI) — &(X**!) > (Aut[IL;] @ Aut[ITi]x, )¢ — O
[
— HEU(X L Th) = Epen (X)) — E(X™) — £(X)
I
= EP T S S (XY — EL T gL

En particulier, pour le sous-groupe &*(X), en reprenant les notations de [1],
on a les suites exactes suivantes:

s HENX, T 8, (X)) g¥(Xme1) — HE(IL, 0, TT)

I

o= HITNX T) = HPYX™, ) — &4 (X))~ H (X0, 1)),
Ainsi approchant par ce procédé les groupes d’homotopie de I’espace E(X?), il
est possible de “calculer” ceux de ’espace E(X’) pour une fibration X" — X?
dont la fibre n’a que deux groupes d’homotopie non nuls. On réitere ce procédé
jusqu’au cran nécessaire, N + 1 pour calculer &(X), N+n+1 pour le groupe
II,(E(X)), avec N = dimension(X).

Derniere étape. Pour n > 1 les groupes d’homotopie I1,(E(X)) se déduisent
des suites exactes suivantes:

HY (X, Mygney) = Ta(Eygnenc2(XV*) > HY"2(X, Tyyn-2) = HY (X, Tngno1)
(Théoréme (1.1))

I
o = Ha(Eynen—2(XV41)) = T (E(XN*1)) — Ty (E(XN+=2)) — ...

(suite exacte associee
a la fibration) \
co = HY (X, Tyyn) = Ta(E(X)) — Ta(E(X¥*")) - 0.
(Proposition (1.2))
Le groupe I1,(E(XN+"~2)) a été calculé a ’étape précédente; la premiere ligne

donne une évaluation du groupe II,(Exnin—2(XN*")). Pour n = 0, le groupe
&(X) se déduit des suites exactes suivantes:

_'E:V—l,—Ni-l _’ng_z(XN) - EIN—Z,—N+2 _'Efv—l,—N+2
I
S = IEXN=2) = Evoa (XY - &(XY) - £(xV-2) o
~
- (E(XY)) = En (XM - &(X) - &(XV)
l
0— HY (XY, Ty) - &n (XN - Aut[lly],, ¢ — 0.
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Le groupe & (XN-2) a été calculé a I’étape précédente; la premiere ligne donne
une évaluation du groupe &yv-:(X") et la derniere du groupe &y (XV+1).

II. APPLICATION ET EXEMPLES

1. Cas d’un CW complexe simplement connexe ayant 4 groupes d’homotopie non
nuls en dessous de sa dimension. Soit X un CW complexe 1-connexe ayant 4
groupes d’homotopie non nuls entre les crans 2 et dimX = N. On note II;
les groupes IL(X), pour s=1i,j,k,m, 1<i<j<k<m<N. Dansce
cas le groupe &(X) (resp. £*(X)) est isomorphe au groupe & (XN+!) (resp.
&*(XN+1)). Lalgorithme précédent s’arréte donc 4 la troisieme étape et on a
les propositions suivantes:

Proposition (2.1). Sous ces hypotheses le groupe & (X) peut étre calculer d l’aide
des suites exactes suivantes:
0 — HI(IL, i, 1)) » &(X/*) > (Aut[[;] @ Aut[IL;]); — 0,

l
o HITNXG I = Eyn (X)) - &(X) - (X0
Il
G EMTM S (X gk ok pmome
ou (Aut[Il;] et Aut[Il;]); a été définis précédement.

Proposition (2.2). L’espace X vérifiant toujours les hypotheses précédentes, le
groupe &*(X) se calcule d partir des suites exactes suivantes:

= WX, 1) - &F

Xj+l(Xm+l) -'g#(X) _'HI(HI’ l’n])
I

s HEY X, ) = K™(X, ) — &4 (X)) - KR(X, T) — H™ (X, T)
Oii le groupe K*5(X,II) = H*(X*,Il) = Kerv - u est le noyau du morphisme
composé HS(X , IT)) -5 Hom(H,(X), IT) =~ Hom(IL,(X), IT), u étant la pro-
Jjection naturelle et v étant induit par ’application d’Hurewicz (voir [1, Propo-
sition (2.5)]).

2. Cas de ’espace SU(3). La dimension de I’espace X = SU(3) est 8, de plus
SU@3) = S3U, e’ Ued avec n un générateur du groupe I4(S3) = Z/2Z (voir
[7]) et ses groupes d’homotopies sont:

I1; (X) = II(X) =TIy (X) =II,(X) =0,

I3(X) =1I5(X) = Z,

Ms(X) = Z/6Z,
g(X) = Z/12Z,
Iy(X) = Z/3Z.

Cet espace a 4 groupes d’homotopie non nuls en dessous de sa dimension. On
va utiliser I’algorithme précédent. L’espace X est fibré sur S de fibre S3, la
suite spectrale de Serre dégénere et ’anneau de cohomologie dans un anneau uni-
taire R est I’algebre extérieure sur R, Ag[x3, Xs5], ayant pour générateurs x3
et xs, ces éléments sont les générateurs des modules H3(X, R) et H>(X, R)
respectivement.

Théoreme (2.3). Pour l’espace SU(3) on a:
&*(SU3)) =2Z/12Z,
la suite exacte:
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0-2/12Z - &(X) > Z/2ZZ/2Z - 0.
Remarque. On retrouve pour le groupe & (SU(3)) les résultats de [7].

Démonstration. On utilise, pour le calcul de &#(SU(3)), la proposition (2.2)
précédente. Le premier espace de Postnikov non trivial est I’espace X*, iso-
morphe a ’espace K(Z, 3). L’espace X étant de dimension 8, on a donc
&E*X) = &*(X?) et ainsi:

— HY(X,Z) - &4(X)— &*X) —HZ,3,Z)
[
= HS(X, Z)5 K3 (X, Tg)— &F,(X%)— KS(XS, TIg)— H (X3, TTg).

Dans ce diagramme, H*(SU(3),Z) = 0 et H(Z,3,Z) = 0. On a donc
8’}’6 (X®) = &*(X) et on va, dans les lemmes suivants, pour terminer le calcul de
&*(X) déterminer les groupes K8(X, Ilg), K6 X, Ils) (lemme 1) et montrer
la nullit¢ du morphisme J (lemme 2).

Lemme 1. K8(X,Ilg) =Z/12Z et K%(X,Ilg) =0.
Démonstration. Le groupe K3(X , Ilg) est le noyau du composé naturel:

H¥X,Z/12Z) -5 Hom(Hg(X), Z/12Z) - Hom(Ilg(X), Z/12Z).

L’application u est un isomorphisme car le groupe H;(X) est nul. L’application
v est nulle car Hg(X) =Z et IIg(X) = Z/12Z. On a donc bien K3(X, ITg) =
Z/12Z.

Le groupe H®(X, Ils) étant nul, son sous groupe K6(X®¢, Il) est nul.
Lemme 2. L’application 6: H>(X,Z/6Z) — H¥(X,Z/12Z), induite par la
différentielle de la suite spectrale est nulle.

Démonstration. La différentielle d, est ’homomorphisme bord J de la suite
exacte d’homotopie associée 4 la fibration E%,(X°) — E%,(X°) — E%((X8):
01 i1 (Efe(X®)) — IL(E%: (X))

Montrons que ce morphisme est nul: Comme II,(SU(3)) et IT,(SU(3)) sont
nuls, cette application correspond a ’opération d’Eilenberg associée a ’invariant
de Postnikov &8 € H%(X8, Ig) = I . Cette opération, notée O;: H*(X , Z/6Z)
— H8(X, Z/12Z), est nulle car I’espace X est fibré sur S5 de fibre 5%;0n a
le diagramme commutatif:

HX,Z/6Z) —%—  H¥X,Z/12Z)

g I

H5(S%,Z/6Z) —— HY(S%,Z/12Z) = 0.

Ceci termine le calcul de £#(SU(3)).
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Pour celui de &(SU(3)), on utilise la proposition (2.1):

0— HZ,3,Z) - £(X%) — Aut;[Z] ® [Aut Z); — 0
I
= HYX, Z) > &4(X%) — E(X) - E(XO)
[
H5(X, Z/6Z) % E8 =8 s &,6(X®) - ES =6 - B 7.

Or
H>Z,3,2)=0, HYX,Z)=0.

Pour terminer, il faut donc calculer les groupes & (X®), &ys(X°) (lemme
4), et montrer la surjectivité de I’application, induite par la fibration, &(X) —
&(X%) (lemme 3).

Lemme 3. L’application &(X) — Z/2Z & Z/2Z est surjective, cette application
étant induite par la fibration X — X6

Démonstration. Dans le lemme 4 suivant, on va démontrer que le groupe Z/2Z
®Z/2Z est isomorphe au groupe & (X%). Le lemme 1 nous permet de démontrer
que le groupe & (X°) est isomorphe au groupe & (X?). Il suffit donc de démon-
trer que I’application &(X®) — &(X?®) est surjective. L’invariant de Postnikov
du fibré X° — X3 est représenté par une application: X3 — K(ITg, 9) & un
automorphisme prés du groupe Ilg [4]. Sa classe de cohomologie, [£], peut
s’interpréter comme suit [2, p. 131]: Le groupe Hom(Ilg, I1g) est isomorphe
au groupe HY((X%, X), Ilg), notons [X®, X] I'image par cet isomorphisme
de I’identité du groupe Ilg. Si i: H°((X8, X), IIg) — H°(X8, Ilg) désigne le
morphisme induit par I’inclusion de ’espace X® dans la paire (X%, X), on a:

i([X%, X)) =[]

Soit f: X3 — X3 une équivalence d’homotopie. La classe de ¢ et de &f ne
different donc que par un automorphisme du groupe Ilg. Let fibrés image-
réciproque par ¢ et &f du fibré universel sur ’espace K(Ilg, 9) sont donc
X8-isomorphes au fibré X° — X8 [4]. On associe a tout O-simplexe f de
E(X?®) un O-simplexe de E(X°) qui se projette sur f.

Lemme 4. & (X%) =Z/2Z&Z/2Z et &ys(X°) =Z/12Z.

Démonstration. Tout d’abord démontrons que & (X%) = Z/2Z & Z/2Z:
L’espace X® est isomorphe au fibré K(Z, 5) x, K(Z, 3), avec [t] ’élément
non trivial de H$(Z, 3, Z) = Z/2Z. Le groupe [AutZ]; est donc isomorphe
au groupe Z/2Z ainsi que le groupe Aut:[Z].

Pour démontrer la deuxieme partie du lemme, il suffit de remarquer que
I (Exs (X)) = I (E%¢(X?)) etque K*(X, Tg) = E} ~°, K®(X, Tg) = E}~°.
Montrons ces deux derniers isomorphismes:

Le groupe Ef’ ~8 est donné par la suite exacte:

0 K¥X, Z/12Z) — E¥ 8 - Aut[Z/12Z]ss — 0.

Le groupe K8(X, Z/12Z) estisomorphe a H8(X, Z/12Z) = Z/12Z (lemme
1). Il reste a calculer le groupe Aut[Z/12Z]:s pour connaitre Ef“s .Onala
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suite exacte de la paire (X8, X), avec Iz = Z/12Z:
HY(X®,Z) = HY(X , TIg) > H°((X®, X), IT5)
4 H%(X8, g) —» H(X, [g) = 0.

L’homomorphisme i est un isomorphisme et il n’y a pas d’autre automorphisme
que I’identité qui laisse la classe [¢] invariante, car cette classe [£] est I'image
de Iidentité de Il (lemme 3). Ceci démontre I’égalité EP'~% = K3(X, Ilg) =
Z/12Z.

On démontre comme précédement que le seul automorphisme du groupe
Z/6Z qui laisse la classe [£] invariante est I'identité de Z/6Z. On a donc
également E f”ﬁ = K% X, Ilg) = 0. Ceci, termine la démonstration du théo-
réeme 2.3. O

Théoreme (2.4). La suite suivante est exacte:
0-Z—-Z7Z—-2Z/3Z—-1I1,(E(SU(3))) = Z/6Z — 0.

L’application de Z dans Z/3Z étant le morphisme “bord” induit par le fibré
Exs(X10) - E(X'%) - E(X?).

Démonstration. Le groupe I1jy étant isomorphe 2 Z/3Z on a IT;(Exs(X'0)) =
Z/3Z et les groupes Ilo(Eys(X19)) et I (Exs(X'0)) étant nuls la suite exacte
associée a la fibration Eys(X'0) — E(X!%) — E(X®), nous donne le résultat
une fois connus les groupes d’homotopie de E(X?). On va donc calculer les
groupes d’homotopie de cet espace.

Proposition (2.5). Les groupes d’homotopie de l’espace E(X°®) sont donnés par:
la suite exacte suivante:

0-Z/12Z - &(X°) - Z/2Z28 Z/2Z - 0;

I1,(E(X?)) = IIs(E(X?)) = Z/6Z, TL,(E(X®)) = Z;
3(E(X%)) = Z & I3(Exe(X?)), avec

0— Z/12Z — II3(Exs(X®)) - Z/6Z — 0;

II5(E(X°) =20 Z/12Z, TIy(E(X®)) = Z/12Z;

I1;(E(X®)) = 0 sinon.
Démonstration. Le fibré X° — X® a une fibre ayant deux groupes d’homotopie
non nuls, Iy = Z/6Z et Il = Z/12Z. La proposition est alors une consé-
quence du calcul des groupes d’homotopie de I’espace Exs(X?) et de la nullité
de la différentielle ITy(Ey+(X%)) — II;(Exs(X®)) (démonstration analogue au
lemme 2 précédent).

Lemme. &ys(X?) = I5(Eys(X°)) = Ig(Exs(X?)) = Z/12Z,

I, (Exs(X®)) = I(Exs(X®)) = Z/6Z,
la suite exacte suivante:

0— Z/12Z - II3(Exs(X%)) = Z/6Z — 0,

I1;(Exs(X?®)) = 0 sinon.
Démonstration. Les lemmes précédents nous donnent le calcul de &ys(X %);
pour les autres groupes, il suffit de remarquer que le groupe H3~/(X, Z/12Z)
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(respectivement HS—/(X, Z/6Z)) est égal a Z/12Z,si i = 8,5,3,¢eta 0
sinon (resp. Z/6Z,sii=6,3,1, et 0 sinon) et le lemme 3 nous a montré la
nullité du morphisme J . Le théoreme (1.1) donne la longue suite exacte:

oo H3 (X, Z/12Z) — TI{(Exs(X®)) — HH(X, Z/6Z) — - --
— H(X,Z/6Z) 2 E} =% - &(X°) - ES ¢ - ES 7,
Ce qui termine la demonstration de la proposition (2.5). O
De méme on démontre:

Théoreme (2.6). Pour X = SU(3) on a les résultats suivants:
IL,(E(SU(3))): IL(E(X)) = Z& I (Exs(X')) avec:

(@) 0—TII(Exe(X')) — I3(Exe(X°)) = Z/30Z — I(Exs(X')) — 0,

(b) 0 — Z/12Z — II3(Exs(X®)) — Z/6Z — 0;
II3(E(SU3))): II3(E(X)) = Z @ II3(Exs(X'2)), avec (a), (b) et:
(c) 0 — Z/4Z — TI3(Exs(X'?)) — I3(Exs(X?)) — 0;

IL(E(SU(3))): TL(E(X)) =T14(Exs(X ")), avec:
0 — Is(Exe(X"?)) — Is(Exe(X'")) — Z/60Z

d
(@ — TI4(Exs(X ")) — I4(Exs(X')) — 0;
(e) I4(Exs(X'")) = T4(Exs(X'?))
et
0 — II5(Exs(X'%) — Z/12Z — Z/3Z — T4(Exs(X ') — 0;
(f) 0 — Z/30Z — Is(Xxs(X')) — Is(Exs(X'%)) — 0;

II5(E(SU(3))) : IIs(E(X)) = Z&TIs(Exs(X'%)), avec (d), (e), (), er:
0 — Ig(Exs (X)) — Z/6Z & Z/4Z ® Z/3Z
— I5(Exe(X'*) — Is(Exs(X'?)) - 0.

3. Cas de ’espace Sp(2). La dimension de ’espace X = Sp(2) est 10 et ses
groupes d’homotopie jusqu’au ¢ran 10 sont:

I (X) = I (X) =TIg(X) = IIg(X) = [Ig(X) = 0,

I3(X) =1 (X) = Z,

4(X) =TIs(X) =Z/2Z,

IMo(X)=Z/120Z.

Cet espace a 5 groupes d’homotopie non nuls en dessous de sa dimension.

De plus, I’espace X est fibré sur S7 de fibre S3. Son algebre de coho-
mologie est isomorphe & I’algeébre extérieure sur R, Ag[x3, x7], ayant pour
générateurs x3 et x7, ces éléments sont les générateurs des modules H3(X, R)
et H'(X, R) respectivement.

Pour calculer les groupes d’homotopie du monoide E(X), on va considérer
I’espace X* = K(Z, 3), puis les fibrations X’ — X4, X!l — X7 . Ainsi grace
a l'algorithme précédent on arrive aux résultats:

(8)
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Théoréme (2.7). Pour ’espace X = Sp(2), on a les résultats suivants:
Iy (E(Sp(2))) = g(X) 0—Z/120Z — &(X) - Z/2Z — 0;
IL(E(Sp(2))): Mi(E(Sp(2)) = (E(X'?)),

0 — IL(E(X'?) — Z/2Z — Z/2Z — T1,(E(X'2)) — Z/2Z — 0;
I(E(Sp(2))): TI2(E(Sp(2))) = IL(E(X")),
(a) 0 — Iy(Exo(X ")) — I (E(Sp(2))) = Z/2Z - 0,

(b) 0 — I3(Exn(X'3)) = Z/120Z — Z/2Z & Z/2Z — Ty(Ex0(X'3)) — 0;
I1;(E(Sp(2))): II3(E(Sp(2))) = Z & [3(Exw0 (X)), avec (b) et:
0 — My(Exn)) —» Z& Z/2Z — Z/AZ & Z/2Z — T(Exn(X™))
— I3(Ex0(X ") - 0;

(d)ﬂ4(E(SD(2))))1 II4(E(Sp(2))) = Z/2Z & II4(Ex(X ")) avec (b), (c), et:
0 = Hs(Ex0(X'5)) = Z/2Z & Z/2Z — Z/1680Z — TL4(Ey10(X'5))

(c)

|
IL4(Exn(X')) - 0;
II5(E(Sp(2))) : Ts(E(Sp(2))) = Z/2Z & T5(Exu0(X")).
Remarque. On retrouve pour le groupe & (Sp(2)) le résultat de [9] et de [7].
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